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RESUMO
Sabe-se que os nimeros reais, LB =}, é um conjunto ordenado, bem como é um corpo (E.+... =] ordenado.
Neste mostraremos que o conjunto dos nimeros complexos, € |, pode ser ordenado. No entanto, o corpo

complexo (Z.+..) nao pode ser ordenado.
Palavras-chave: corpo real, corpo complexo e ordem.

ORDERING THE COMPLEX NUMBERS

ABSTRACT
It is well known that the field of real numbers, & =1 is an ordered, set and field, by the usual order (R+..2],

In this we show that the set of complex numbers, € | can be ordered. However, the complex field (C.+.) can
not be ordered.
Keywords: real field, complex field and order.
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INTRODUCAO

E comum, ouvirmos alunos de Matematica,
e por fim professores do ensino fundamental e
médio, dizerem que os reais é ordenado e o0s
complexos nao é.

Em Monteiro (1969) mostra-se que 0 corpo
dos numeros reais € ordenado pela ordem usual
(=), Mas quanto aos nimeros complexos, Os
nameros complexos séo ordenados? Ou, 0 “"mundo
dos nimeros complexos" pode ser ordenado?

Quanto ao fato do conjunto dos numeros
reais ser ordenado, ou ainda, os reais (& +... =) é
um corpo ordenado’, parece ndo pairar nenhuma
diavida; ou seja, 0o mundo dos numeros reais é
ordenado". Mas é correto afirmarmos que o0s
nameros complexos ndo pode ser ordenado?
Assumimos que nosso leitor conhece as
propriedades de corpo e que o conjunto dos
nameros reais com as opera¢fes usuais de adicao
e multiplicacdo é um corpo. Para este fim veja
Monteiro (1969) ou Lima (2002).

Inicialmente, entendemos por nuamero
elemento

complexo um do conjunto

€={a+b:V i=1}. O conjunto €, munido das
operagBes usuais de adicdo e multiplicacéo,

(€.+.) ¢éo0 corpo dos niumeros complexos.

ORDEM EM UM CONJUNTO

O que significa um conjunto ser ordenado?
Ou melhor, quando (em que circunstancias) um
conjunto é ordenado? Aqui consideramos < um
conjunto ndo vazio.

Defini¢cdo 1. Uma relagdo de ordem em um
conjunto A é um subconjunto R, de 4 X4 | cujos

elementos satisfazem as seguintes condicdes:

! Em Monteiro (1969) pode-se aprofundar o estudo sobre corpos
e corpos ordenados.
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Dizemos que (48 é um conjunto

(parcialmente) ordenado.

(4) Se .y} € R 6 um conjunto ordenado tal que
para quaisquer * €4 tivermos: ou (%) € R
ou twx)e R (quaisquer dois elementos sao
comparaveis), diremos que (4R} é um conjunto
totalmente ordenado, ou ainda, que a ordem R é

total (ou linear) em A.

Exemplo 1. Seja A um conjunto.

Entendemos por P(A) o conjunto das partes de A. O

conjunto P(A) é parcialmente ordenado pela relagéo
de inclusdo (). E claro que se A nao for unitario,
entdo a ordem S} n3o é total, pois para ©:¥ € A4
como ** ¥ temos que riyi€ FlA) e ndo
temos 1 < &}, nem i< {x},

Exemplo 2. Sejam N o conjunto dos

ndmeros naturais e a relagdo “"menor que ou
igual"t=), entsio (M. =) & um conjunto totalmente
ordenado, visto que, para quaisquer .1 €N
temos que M =7 ou ™ =™  ou seja, nos naturais
a ordem =) é total. A relacio ““menor que ou

igual" t=) é aordem “usual"'em N.Z@ e R

Exemplo 3. Ainda em K considere a
relacdo “divide" dada por "l se, e somente se,

existe ¥ € N tal que m = kn | E facil verificar que
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(312 6 uma ordem. Porém tal ordem n&o é total;
visto que 2 e 5 sdo numeros naturais. Porém nem

2132 nem?d 2,

Quando dizemos que um conjunto €
ordenado (parcial ou total), deve-se estar claro qual

“ordem" (relacdo ) esta considerando.

Definicdo 2. Seja €. +.) um corpo. Uma ordem

total (=) definida no corpo C é dita compativel com

as operacOes de adicao e multiplicagcdo de C se,

para todo *»¥»Z € C | temos:
(a)se ¥ =¥ entdo *t+ =Y +z paraqualquer < ;
(bysel=x e0= ¥ entdo 0 = xy .

Em tal caso diremos que o corpo (€. +..=)

é ordenado.

Observacdo 1. No corpo dos numeros reais,

(R.+..] arelagdo de ordem menor ou igual ()

satisfaz as condi¢cdes da Definicdo 2. Com isso,
dizemos que R = (R. +... £} é um corpo ordenado.

Acreditamos que, quando alguém dizz ~R ¢

ordenado", € isto implicitamente que esta dizendo,

“os reais (R. +... £} & um corpo ordenado".

Para o corpo dos complexos, € = (L. +..] |

vale o seguinte resultado:
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Teorema 1. Nenhuma relacdo de ordem total
definida no corpo dos niimeros complexos, Z.+..J
€ compativel com as operac¢des usuais de adicao e

multiplicacéo definidas em € .

Antes de apresentarmos a prova, veremos

que o conjunto dos nimeros complexo € pode ser

totalmente ordenado.

ORDEM NO CONJUNTO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

A seguir apresentamos, a titulo de exemplo,
duas ordens (total) no conjunto dos numeros
complexos ndo compativel com a estrutura de
corpo.

A relacéo

By =f{le+bic+dith = d ou b=de a= c}
, definida no conjunto dos nimeros complexos, é

uma relagdo de ordem, pois satisfaz todas as

condicdes da Definicdo 1. Esta é a

Ordem Lexicogréfica (a Direita) em €

Indicaremos a relacdo de Ordem
Lexicografica por Z1 ® Zz no lugar de escrever
£z1..22)  pertence a relagdo f1, Se 1 =% I3

diremos que =1 ““precede" Zz.

Exemplo 4. Dados Z1 = —3—1 zz=6-1
3= —2+31 z=3+31 ¢ 5= -2+4
Temos 71 % Zz % I3 = 3 % I3 | conforme figura

abaixo.
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25:-2+4i °

z,=-2+3] ®
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Z4=3+3i °

O nimero complexo 1 = &+ 51 precede

0 nGmero complexo Zz = ¢+ di se ambos

estiverem sobre a mesma “‘reta horizontal", ou seja
Z1 esta a esquerda de <z, ou ainda se <1 estiver

Tabaixo" de <z (imaginando-os projetados no
eixo ¥ ).

A ordem lexicografica é uma ordem total no
conjunto dos nimeros complexos € . Uma “fila"

associada a f1 pode ser imaginada interpretando-
se 0s numeros complexos como pontos do plano

cartesiano. Portanto, o conjunto dos numeros

complexos (Z.=) & totalmente ordenado.

Observacéo 2. O corpo (Z.+...=), no entanto, ndo

€ ordenado. Suponhamos que fosse; temos que

0 <1, assim multiplicando por ¢ temos,

U%I.I:—l um

~1=-1+0i<0=0+0i

absurdo, visto que

Agora usaremos 0s numeros complexos,
z=ce+bic€ em sua forma polar, ou seja, na

forma z = ricosf+ isend)

0= r=oa% 4083 o SR

médulo, ou a norma, do nimero complexo Z e

sendo

; chamamos * o

0 argumento de =

Consideraremos agora uma ordem que
contempla apenas a distancia até a origem
0=0+0i

Dados =i =a+bi, zz=c+dieC
consideramos respectivamente suas normas
0=n.n eR | A relagéo
Ry = ila+bic+diin = 1 definida no

conjunto dos numeros complexos é também uma

relacdo de ordem. Esta é a Ordem Modular em € .

Indicaremos a relagdo de Ordem Modular por
-3 {r_r

i~ =3

2 = . . e
, Se e somente se 1 = Tz, Se 1 ~ Iz

diremos que 1 tém maodulo igual ou menor que <z .
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Exemplo 5. Dados o0s numeros complexos Z4=3+31 temos que T1 57Tz Tz |
SE SR z=—2-t, Z=-3+31, e observe a figura abaixo.
-10 -8 6 8 10
Suponha que uma relagdo de ordem total
Geometricamente, ou  graficamente”, (%) seja compativel com as operacdes de adicdo
R - - . o _
vemos que f1 ~ Zz, se 1 estiver em um circulo e multiplicagdo do corpo € = (L. +..]
“interior" ao circulo que contém =z, ou seja, um

circulo com raio menor. Veja ainda que a ordem
modular £%J é uma ordem total no conjunto dos

nameros complexos, ou seja, 0 conjunto (T3 6

totalmente ordenado.

¢

Observacéo 3. O corpo (L. +... %) nao é ordenado.

Caso fosse, como temos: 3+ 4 T —4+ 4  assim
deveriamos ter
B+HA+(E-4)S(-4+4)+ (- 4) o que

acarretaria  que 7 ~0  um absurdo; pois

-

claramente, 0 3z para qualquer 0#F=zedC

PROVA DO TEOREMA 1

-

Afirmamos que 0= z% para todo Z =
De fato, pela definicdo de ordem total, item (4) da
Definicdo 1, qualquer que seja o nimero complexo
z,temos 03z oguz3 0 Sel=z pelacondicdo
(b) da Definicdo 2, obtemos 0-2 3 =2 oy 0% =%,
Se 23 0 ysando a condicdo (a) da Definicdo 2,
obtemos 2= 23 0—z ou 0= —z  Agora, usando
novamente a condicdo (b) da Definicdo 1, temos
0(—2) = (=2)(—2) oy 0% z*. E nossa afirmacéo é
valida.

Assim, 03 ’-’:, qualquer que seja o nimero
complexo z. Em particular, 03 (1+00% ¢

05 (0+ 2% o que acarreta que 051 e 0% —1 .
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Mas, usando a condicdo (a) Definicdo 2, de
0% —1 obtemos 0+1% —1+1 ouseja, 150 .
Portanto temos que 03 1 ¢ 150 o que
contraria a condi¢cdo (2) da Definigdo 1, visto que
0 =1 Esta contradicdo garante que nenhuma

relacdo de ordem (total) definida em € pode ser
compativel com as operagcdes de adicdo e
multiplicagdo. Como Queriamos Demonstrar.

Para qualquer Corpo Ordenado
C=(C.+..=) pode-se mostrar as seguintes

propriedades’:

Propriedade 1. Num corpo ordenado C e para

xe 0 0<x se esomentese, -*<0

Propriedade 2. Num corpo ordenado C, o

guadrado de todo elemento ndo nulo é positivo, isto

g, sex= 0 entdoo =< x*,

Propriedade 3. Em todo corpo ordenado C, tem-se
l:li lce_lc{ ﬂ .

Observacdo 4. Uma prova alternativa do Teorema

1 pode ser obtida usando as propriedades acima.

Temos ¥ =-1 , caso € fosse um corpo
ordenado, o nimero -1 seria negativo (Proposicdo
3) e positivo (Proposicbes 1 e 2), portanto uma

contradicéo.

ALGUMAS CONSIDERACOES

Olhando o conjunto dos nimeros reais B
como subconjunto dos complexos € | temos que a
ordem Lexicografica em € é compativel com a
ordem usual, “=J, nos reais. Claramente dados
ay3.az € R temos (olhando como nimero

complexo) &1 =gy +0i<a;=a;+0i g ¢

2 Veja em Lima (2002) o caso em gue o corpo C é o real.
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apenas se, %1 = g,

Agora, a ordem modular (¥ em € n&o é
compativel com a ordem usual (=) nos reais.
Tomemos 5 e 2 € R temos 2% -3 pois

2=422+ 03 = f[-507+0° =5 o entanto,

emRBR temosque —7=2

Na ordem Lexicografica em € no existem
elementos distintos equivalentes (iguais relativos a
ordem), visto que, &+bi=c+di e
c+di € a+ bi se, e apenas se, e=b8 egc=d .
No entanto existem em € elementos distintos com
a mesma norma; por exemplo 1%: i % 1, assim

tém que 1 =3 ¢ | sd0 equivalentes nesta ordem.

Ao dizermos que “0s complexos néo
podem ser ordenados" ndo estamos sendo nem
corretos, nem precisos. Pois segue da Secéo 3 que
0 conjunto dos numeros complexos pode ser
totalmente ordenado. No entanto pelo Teorema 1

temos que o corpo dos numeros complexos nédo é

ordenado.
Por fim, como sabemos, os reais (R +...%)
é um corpo ordenado, no entanto B +... %) n3o é

um corpo ordenado. Alidas Monteiro (1969) mostra

que a ordem usual, (=) é a unica que torna os

reais um corpo ordenado.
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