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RESUMO - A broca da cana de acucar (Diatraea Saccharalis) é considerada a
principal praga na cultura da cana de agucar devido aos grandes danos a
cultura causados por ela. Sua permanéncia pode retratar perdas significativas
na produtividade e afetar a qualidade da producdo de actcar e etanol. Um dos
métodos utilizados para o manejo da broca é atravésdo controle biolégico
mediante a inser¢dao do parasitoide Trichogramma Galloi. A modelagem
matematica auxilia na compreensdao do controle biolégico, pois nos permite
realizar uma andlise qualitativa. Neste artigo, analisamos um modelo
matematico, baseado em sistemas de equacbes diferenciais ordindrias, de
interacdo entre a broca da cana de agucar, que é representada pelos estagios
de ovo e larval, e seu parasitoide que é considerado em termos de ovos
parasitados. Neste modelo, encontramos pontos de equilibrio e condicGes
para a estabilidade de cada um deles. As simulagdes numéricas mostram uma
boa aproximacdo para a estabilidade.

Palavras-chave: broca da cana de agucar; modelagem matematica; simulacdo
numeérica.

ABSTRACT - The sugarcane borer (Diatraea Saccharalis) is considered the main
pest in the sugarcane crop due to the great damage it causes to the crop. Its
permanence can portray significant losses in productivity and affect the quality
of sugar and ethanol production. One of the methods used to manage the
borer is through biological control through the insertion of the parasitoid
Trichogramma Galloi. Mathematical modeling helps to understand biological
control, as it allows us to carry out a qualitative analysis. In this article, we
analyze a mathematical model, based on systems of ordinary differential
equations, of the interaction between the sugarcane borer, which is
represented by the egg and larval stages, and its parasitoid, which is
considered in terms of parasitized eggs. In this model, we find equilibrium
points and conditions for the stability of each one of them. Numerical
simulations show a good approximation for stability.

Keywords: sugarcane borer; mathematical modeling; numerical simulation.
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1. INTRODUCAO

A producdo da <cana de agulcar
(Saccharum  Officinarum) no Brasil recebe
destaque desde a época colonial, a cultura se
tornou uma das mais significativas do
agronegdécio brasileiro por ser um dos
procedimentos que mais mobilizam a economia
do Brasil, fato esse que acabou conduzindo o pais
a se tornar o maior produtor da planta no mundo
(NAVA; PINTO; SILVA, 2009). Na safra 2019/2020,
a produgdo de cana de aglcar estimada foi de
615,98 milhdes de toneladas e a area colhida
estimada foi de 8,38 milhdes de hectares
(CONAB, 2021).

A cultura da cana é uma das mais
importantes no mundo, dela obtemos dois
produtos que sdo essenciais: o agucar e o alcool.
Além do mais, seus subprodutos possuem imensa
importancia econGmica, como na geracdo de
energia, propiciando a redugdo de custos e
beneficiando a sustentabilidade do setor.

Devido as extensas dreas cultivadas no
Brasil e por ser um pais com clima favoravel, a
cana é atacada por inUmeras pragas, das quais
sdo responsdveis por grandes perdas nas
lavouras. A cultura é a mais afetada com 54% de
perdas pelo ataque de pragas, doencas e plantas
daninhas. Desse total 20% sdo causados por
pragas (DE JESUS, 2018).

Dentre elas, temos a Diatraea
Saccharalis, conhecida popularmente como broca
da cana de acgucar, é considerada a principal
praga nas culturas de cana de agucar, dado que
possui uma ampla distribuicdo geografica, esta
presente em todas as regides produtoras de cana
do Brasil. De acordo com (GALLO et al., 2002), a
cada 1% de intensidade de infestagdo da praga,
ocorrem prejuizos de 0,20% de alcool, 0,25% de
agucar e 0,77% da produtividade.

Existem diferentes métodos de controle
que podem ser utilizados com o propdsito de
conter a pressdao de pragas, entre eles estdo o
controle cultural, o biolégico e o quimico. O
controle biolégico é o mais usado no Brasil, ele se
caracteriza em controlar pragas agricolas com
base no uso de seus inimigos naturais.

Um  eficiente  parasitoide é o
Trichogramma Galloi que atua na fase do ovo da
praga, tal fase é o fator principal de crescimento
populacional da broca. Suas fémeas localizam os
ovos do hospedeiro. Colocam seus ovos,
cessando o desenvolvimento da praga logo no
inicio do seu ciclo, sintetizando rapidamente a
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populacdo da praga, em consequéncia o0s
prejuizos econdmicos que seriam causados.

No controle bioldgico ¢é significativo
compreender a dindmica da praga e seu inimigo
natural. Uma ferramenta que auxilia nessa
compreensdao é a modelagem matematica, pois
ela nos permite executar uma avaliagdo
guantitativa e qualitativa visando o controle da
praga. A modelagem matematica, de maneira
resumida, € o método que envolve adquirir um
modelo que consiga descrever matematicamente
um fenémeno da nossa realidade, para fins de
estudo e compreensao.

“A modelagem matematica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em
problemas matematicos e resolvé-los
interpretando suas solugdes na linguagem do
mundo real” (BASSANEZI, 2002).

Assim, o objetivo deste artigo é analisar o
modelo matematico que representa a interagdo
da praga broca da cana de acucar (Diatraea
Saccharalis) com seu parasitoide Trichogramma
Galloi, proposto por (RAFIKOV E LIMEIRA, 2010).
Em sequéncia, analisar a estabilidade dos pontos
de equilibrio do sistema proposto. Por fim,
determinar os parametros do sistema para exibir
e analisar as simulagdes numéricas das interacdes
realizadas.

Utilizamos o método Runge-Kutta de 42
ordem no idioma C, para resolver numericamente
o sistema de equagbes (4), com amplitude
h = 0,001 e as condicbes iniciais dadas para o
sistema.

2. MODELO MATEMATICO

O modelo matematico proposto neste
artigo descreve a interagcdo entre Diatraea
Saccharalis, levando em consideracdo os seus
dois principais estdgios de desenvolvimento, os
estdgio de ovo e larval, e seu parasitoide
Trichogramma Galloi.

Para construgao do modelo
consideremos x;, X, e Xx3 a densidade
populacional de ovos da broca da cana, a
densidade populacional de ovos parasitados e a
densidade populacional de larvas,
respectivamente.

A taxa de variagdo da densidade

populacional de ovos x; é dada por:
dx, Xq
pra (1 - ?) X1 —MyX; — Nq1Xq (1)
— AX1Xy,
onde, § é a taxa de reprodugdo de ovos, K é a
capacidade de suporte do meio que nunca se

Colloquium Exactarum, v. 13, n3, Jul-Set. 2021, p. 19 -28. DOI: 10.5747/ce.2021.v13.n3.e366



anula, m; é a taxa de mortalidade da populagdo
de ovos da broca, n; é o coeficiente que
caracteriza a parte dos ovos da broca que se
tornaram lagarta, no tempo t e a é a taxa de
parasitismo. Observamos que a taxa de
crescimento dos ovos x; obedece a um
crescimento logistico.

A taxa de variacdo da densidade
populacional dos ovos x, é dada por:

—= = ax Xy — MyXy — NpXy, (2)

onde, m, é a taxa de mortalidade da populagao
de ovos parasitados e n, é o coeficiente que
caracteriza que parte dos ovos parasitados que se
tornaram parasitoides, no tempo t.

A taxa de variacdo da densidade
populacional de larvas x5 é dada por:

—— =nimp; —MmMzx3 —N3zXy, (3)

onde, m3 é a taxa de mortalidade das larvas e n;
é o coeficiente que caracteriza a parte de larvas
que se tornaram pupas.

A partir das equacgdes (1), (2) e (3)
obtemos o seguinte sistema autonomo nao linear
de equacoes diferenciais ordindrias que modela a
dinamica da broca da cana e seu parasitoide:

dx, Xq
—=4 (1 - —) X1 — MyX] — NyXL — AX1 X7,

dt K
de
T = AX1 Xy —MyXy; — NyXy,
dt
dxs
e n{x MmaX3 — N3 X
dt 141 343 343

(4)

3. PONTOS DE EQUILIBRIO

Observamos que o sistema (4) se trata de
um sistema auténomo de equagdes nao lineares
e, em muitos casos, determinar explicitamente as
solucGes desse tipo de sistema ndo é uma tarefa
muito facil devido a dificuldade das equagGes
diferenciais envolvidas. Portanto, uma alternativa
é o estudo feito através de uma andlise
qualitativa do comportamento das solugdes, ao
invés de uma investigacdo quantitativa. O estudo
qualitativo de suas solucGes é realizado através
do seu sistema linearizado que é obtido
aplicando o processo de linearizacdo (DA SILVA,
2019).

Assim, para o estudo da estabilidade é
preciso encontrar os pontos de equilibrio do
sistema (4), uma vez que, com base neles, é
possivel inferir qual serd o comportamento da
solucdo das equacgdes diferenciais que modelam
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o sistema. Os pontos de equilibrio sdo obtidos
resolvendo o sistema algébrico:

*
1
(,8 (1 — 7) X1 —mux; —nyx; —axix, =0,
axix; —myx, —Nyx, =0,
nyxy —mgx; —nzxs; =0,
ou ainda, de forma mais simplificada:
x Bxi
x —
1 [(ﬁ K
x;(ax; —my; —ny) =0,
* * _
nyx; —x3(mg +nz) = 0.

)—ml—nl—ax§]=0,

(5)

O primeiro ponto de equilibrio é dado
por:

P, = (0,0,0).

Na primeira equacdo do sistema (5) se
supormos que x;j é zero, estariamos admitindo a
ndo existéncia das pragas. Agora, tomando
x1 # 0, temos:

(—my —ny —ax, + B)K
: (6)
B

Na segunda equagdo do sistema (5),
temos dois possiveis casos. O primeiro é x; = 0,
gue ao substituir em (6):

, (=my—n; +pK
x; = : (7)
B
e substituindo (7) na terceira equacdo do sistema
(5), obtemos:

o = ny(—=m; —ny + PK (8)
3 (m3 +n3)p '
Portanto, de (7), (8) e de x; = 0 temos o

segundo ponto de equilibrio dado por:

x] =

K KB —my —ny)
— (B —my —ny),0, .
(ﬁ ! ! p(ms +n3)
Ainda na segunda equac¢dao o segundo
caso possivel é:
B _.B(mz +ny) omy

xi==C : (9)
27 ¢ a?K a
substituindo (9) em (6), temos que:
m, +n
xp=—2—2 (10)
a

e assim, substituindo (10) na terceira equagdo de

(6) teremos:

ny(my + ny)

(m3 +nz)a’
Portanto, o terceiro ponto de equilibrio é

dado por:

x5 = (11)

p _(mz"'nz B B(my +n,)
L = 2_

a a a’K
my +ny ny(m; +ny)
 a (mg+m)a )
Por se tratar de um modelo de praga é
preciso garantir que a populagdo ndo seja
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negativa, pois ndo tem sentido bioldgico. Em vista
disso, no ponto P, a condi¢do necessaria é:
B—my—ny >0,
B >my+ny,

e no ponto P; a condigdo necessaria é:

E_.B(mz +n2)_m1 -ny

a a’K a

(my + ny)ak
p> aK — (my +ny)

> 0,

4. ANALISE DE ESTABILIDADE

Para sistemas ndo lineares o processo
algébrico para inferir a estabilidade dos pontos
de equilibrio é fundamentado no estudo dos
autovalores da matriz jacobiana do sistema. Seja
X* = (x1,x3,x3) um ponto de equilibrio de (4). O
Teorema de Hartman Grobman enuncia que a
estabilidade de X* e o retrato de fase do sistema
(4), localmente em torno de X*, podem ser
conhecidos através da linearizacdo do sistema (4)
em torno de X*.

Teorema de Hartman Grobman. Dado o
sistema ndo linear,

dx,

E = F(lexZJx3)J

dx; (12)
? = G(lexZJx3)r

dxs

E = H(x11x21x3):

se as condicées 1 e 2 a seguir sGo satisfeitas,
entdo o retrato de fase do sistema ndo linear
(12), localmente em torno dos pontos de
equilibrio, é equivalente ao retrato de fase do
sistema linearizado nos pontos de equilibrio, dado
por:

(& =ax; + bx, + cx
dt 1 2 3
dx,
pra dx, +ex, + fxs,
ldx3 _ )
e gx1 + hx, +ixs,
onde,
a = Fy, (x1,%3,%3),
b= sz(x{'x;'xg)'
¢ = F, (x1,%3,%3),
d = Gy, (x1,%2,%3),
e = Gy, (x1,%2,x3),
f =Gy, (x1,x3,%3),
9 = Hy, (x1,x3,x3),
h = Hy, (x1,%3,%3),

N
I

Hy, (x1, %3, X3).
Em notagéo matricial:
X' = AX,
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onde A é a matriz jacobiana do sistema calculado

no ponto (xi,x5,x3):

oF O0F OF
0x; Ox, 0x3
6G 6G 6G
A =](xq,%5,x3) = 9%, 9%, xa
6H O0H OH
0x, 0x, 0Ox3

As condigbes sdo:
1) O determinante de
A =](x1,x5,%x3) # 0,
2) Cada autovalor de A deve possui
parte real ndo nula.
Portanto, para construir a
jacobiana do sistema (4), consideramos:

matriz

X1
F(x1,x3,x3) =B (1 - ?) X1 —M1Xq (13)
—NyXy — AX1 X2,

G(X1,%X2,X3) = AX1 Xy — MyXy — NyXog, (14)
H(xq,x5,X3) = NyX; — M3Xg — N3X3. (15)
Agora, é preciso calcular as derivadas
parciais de cada funcdo acima no ponto de
equilibrio. Em (13):

* * * ZﬁXI *
Fxl(xlfo'xS) =p- K mp — axy,
sz(xik'x;'xs) = —(ZXI,

By (xr],x3,23) =0,

Em (14),
Gy, (X1, %2, X3) = axy,
Gy, (X1, X2,%3) = axy —my — Ny,
Gy, (x1,%3,x3) = 0.
Em (15),
Hy, (x1,%3,X3) = ny,
Hy, (x5, %3,%3) = 0,
Hx3(xi‘,x’2*,x§) = —mgz — n3.
Construindo a matriz jacobiana do

sistema:
* * *
J(x1,x3,x3) =
8 2Lx; i} .
— -—my —ny —ax —ax
_ K 1 1 2 1
ax; ax; —m, —n,
Tl1 0 _m3 -

(16)

Portanto, para o calculo da estabilidade

dos pontos de equilibrio, basta estudar os
autovalores do sistema linearizado:

{dx1 2x7
s [/)’ (1 - 7) -—my —ny — axg] % + (—axi)x, + 0x3,
dx, . .
dt = (axz)x; + (ax; —m; —nz)x; + 0x3,
dx

Pt + 0x, + (—m3 — n3)xs.
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Para o calculo dos autovalores da matriz
(16) fagamos det(J — AI)=0:

2Bxq
B - e -my—n;, —ax; —A —ax; 0
ax; ax;—my,—n, — A 0
n 0 —-msz;—nz;—A24
=0,
onde, obtemos:
2x7
(=mz —nz —)3|B 1__1( -—mp—mn

—ax; —A] [ax] —my, —ny

-]+ azx{xﬁ} = 0.
Assim:
_m3 - n3 - A = 0,

[[3 (1—2ﬁ) my —ny — ax; —A] (17)
[«

x;—my —n, —A] + a®xjx; = 0.
Portanto, um dos autovalores da matriz
(16) é:
A = —m3 —ns. (18)
Na equacdo (17),

[B(l—ﬁ) ml—nl—axi"]

2
6 (1=5) = m = s = i -
Aax; —my —ny) + 22 + a’xjx; =0,

ou, ainda,

*

) 2x7 . .
A +[—ﬁ<1—7)+m1+n1+ax2—ax1

+m2+n21|).+

[,8 (1 ——) my; —ng — ax}]
(ax; —my —ny) + a’xix; = 0.
Logo, os outros autovalores da matriz
(16) podem ser obtidos através da equacao:
agA? + a1l +a, =0, (19)
onde,
a, =1,

*

2xq . .
a; = [—ﬂ(l —7) +my +ny +ax; —axg

+ mz + nz],
2x71 .
%=V@“?)mPM‘“4

(ax; —my —ny) + a’xix;.

Agora, analisaremos cada ponto de
equilibrio por vez. Para a analise de estabilidade
do ponto de equilibrio:

P, =(0,0,0),
basta substituir os valores do ponto de equilibrio
P; na matriz jacobiana (16), e assim obtemos:
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f—m; —ny 0 0
]1=< 0 _mz_nz 0 )

ny 0 —mgz — N3
Determinemos os autovalores de J;

encontrando os zeros do polinébmio
caracteristico, isto é, det(J; — Al) = 0. Entdo,
B—my—ny—2 0 0
0 -m, —n, — A 0
nqg 0 -mg—n3—41
= O’

por se tratar de uma matriz triangular inferior, o
determinante desta é calculado através do
produto dos elementos da diagonal, ou seja:
B-my—ng —A)(—my—n, — 1)
(-m3—nz3—21) =0.
Assim:
—-m3—ng—A=0,
B—m;—ng—21=0,
-m, —n, —A=0.
onde obtemos os seguintes autovalores:
Ay =—mz —ng,
Ay =B —my —ny,
A3 = —m, —n,.

Para o ponto P; ser estavel os
autovalores devem ser negativos (MATTIUZZO,
2016), sendo assim devemos ter as seguintes
condicodes:

B—m; —ny <0,
B <my+n,.

Para analise de estabilidade do ponto de
equilibrio:

P, =

(% (B —my —ny),0, m KB —my — n1)>’

B(m3 + n3)
basta substituir os valores do ponto de equilibrio
P, na matriz jacobiana (16), e assim obtemos:

J2=
2xq .
B (1 - 7) m; —ng —ax, 0
0 ax; —m, —n, 0
ny 0 —mgz — N3

Determinemos os autovalores de J,

encontrando os zeros do polinbmio
caracteristico, det(J, — AI) = 0,
2x1 .
ﬁ( K)—ml—nl—/l —axy 0
0 ax; —my;—n, — A4 0
n 0 —-mz—nz—4
= O’

onde, obtemos:

2x7
{B(l _T) ml—nl—l}(ax{ —-—m, —n,
Assim:
_m3 - Tl3 - l = O,
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2x7
,8(1— Kl)—ml—nl—/1=0, (20)
ax;—m, —n, —A=0, (21)
substituindo as coordenadas do ponto de
equilibrio P, nas equagdes (20), obtemos:

ﬁ(l_z(ﬁ_m1_n1)_m1—n1—3=0'

B
_,8+m1+n1—A: O,
e em (21), temos:

a{ﬁ(ﬁ—m —n)}—m —n,—A=0
B 1 1 2 2 )
aK

—@B-m-—n)-—my—n,—1=0.

B

Assim, obtemos os seguintes autovalores:
Ay = —mz —ng,
AZ == _ﬁ+m1 +n1,
aK
A3 :?(ﬁ—nh —1ny) — My — Ny,

Para o ponto P, ser estavel é preciso que
seja satisfeita as condigdes:
B >my+ny,
€,
g < aK(m; +n,) .
aK — (m, +ny)
Para andlise de estabilidade do ponto de
equilibrio:
_(mztny B B(my +ny)
3T a a a’K
my +n; ny(my, +ny)
a ' (m3z+n3)a )
basta substituir os valores do ponto de equilibrio
P5 na matriz jacobiana (16), e assim obtemos:

3=
2x7 . .
ﬁ(l—T)—ml—nl—axz —axq 0
ax; 0 0
ny 0 —mgz — Ny

Determinemos os autovalores de J;

encontrando os  zeros do polindmio
caracteristico, det(J3 — AI) = 0, logo:
2x1
ﬂ(l—K)—ml—nl—ax;—/l —ax; 0
ax; -1 0
nq 0 —m3z —nz — A
=0,

onde, obtemos:

2x1
{ﬂ(l‘T)‘ml‘"l‘“xi‘l}

(=A)(=mz —nz3—2) —
{(max])(ax;)(—mz —n3 — )} = 0.
Pelas equacgses (18) e (19) sabemos que
um dos autovalores é:
Ay =—mz —ng,
e os outros podem ser obtidos a partir da
equacao:
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a0/12 + a1/1 + a, = 0, (22)
onde os coeficientes, substituindo  as
coordenadas do ponto de equilibrio P3, sdo dados
por:

ag =1,
alz_ﬁ(l_W)Mﬁ
_ p(my —ny) _ _ _
B——p— —™i—m (23)
N, —my+m, +n, = ﬁ(m;;— nZ),
a, =
_l_
{ﬁ - ﬁ(mZK ) (my + nl)}
(mz + nz) _
m +% ) 24
() )
(my + ny).

Como a equagdo é um tanto complexa,
uma forma de analisar a estabilidade dos
autovalores é utilizar o critério de estabilidade de
Routh; com ele ndo é necessario calcular os
autovalores. Tal critério se baseia em analisar os
coeficientes da equacdo caracteristica e
estabelecer condi¢cdes para que possamos
concluir se o ponto é estavel ou ndo (DE
CAMPOS, [s.d]).

O critério de Routh mostra que a
condicdo necessdria e suficiente para a
estabilidade é que todos os elementos na
primeira coluna da tabela de Routh sejam
positivos. A tabela de Routh possui n + 1 linha,
onde n é o grau do polindmio. As duas primeiras
linhas sdo preenchidas com os coeficientes do

* polindmio da esquerda para a direita, alternando

entre as linhas. Para o caso do polindbmio (22), a
tabela 1 ilustra o procedimento.

Tabela 1. Tabela de Routh.

m, +n,
{ﬁ —F ( akK )
A2 ! - (my + nl)} (m,
+n,)
2 p(my +ny)
aK
A0 dq

Fonte: O autor.

Em seguida a tabela é preenchida,
determinando o valor de d;, a partir do seguinte
calculo:

d, =
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{[p-p(*22)~Gma+no)]oma-ma) p{PHEER -1x0

a
B(ma+ny) ’
aK

m;+n
d = {5 - B (T ) - (my + )
(m; +ny),

Para que tenhamos a estabilidade, temos
que garantir que os elementos da primeira coluna
sejam positivos, ou seja:

a, >0ea, >0.

Pela equacdo (23), ja temos que a; > 0,
pois:

B(m; +ny) > 0.
akK

Na equagdo (24), para a,>0¢
necessario que:

my, +n,
p=F ( aK

p(1-"2202) > (my +my),
B>

)—(m1+n1)>0,

aK
(my +ny)

(1 - mza-ll_(nz)’

(my + ny)akK
B> .
aK — (m, +ny)

Finalmente, encerramos a analise de
estabilidade dos pontos de equilibrios. A seguir,
antes de executar as simula¢des numéricas é
necessdrio determinar os parametros que serdo
utilizados.

6. DETERMINACAO DOS PARAMETROS

De acordo com (POLETTI et al., 2019), a
duracdo de vida dos ovos normais da broca é de 4
a 9 dias e a duracdo do estagio larval é de 40 a 60
dias. Segundo (PEREIRA-BARROS et al., 2005), a
emergéncia dos ovos parasitados ocorre em até
10 dias. O tempo médio de vida de cada fase,
considerando a média entre esses dados, estd
retratado na tabela 2.

Tabela 2. Tempo médio de vida.
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_ 1 —1—0125
nz_tm2_8_ ) ’
! —1—002

"3 tm, 50

De acordo com (AMBROSANO, 1994), a
mortalidade dos ovos normais da broca, das
lagartas e dos ovos parasitados variam,
respectivamente, em torno de: 70%, 90% e
42,3%. Conforme (SHEIL et al, 1995), os
parametros m4, m, e ms sao calculados por:

In(0,7) 0,35667

m, = = 0,04458375,

tm, 8
In(0,423) 0,86038

my, = — = = 0,1075475,

tm, 8
In(0,9) 0,10536
ms = — = = 0,0021072.

tm, 50

Sdo poucos os trabalhos que estudam a
dindmica de interacdo entre a broca e seus
inimigos naturais e dentre eles ainda faltam
algumas reparacdoes dos parametros utilizados
para que tenhamos mais adequacdo com a
realidade, por exemplo, subestimar a capacidade
do meio ambiente. Portanto, a capacidade do
meio considerada neste artigo estd de acordo
com (RAFIKOV E LIMEIRA, 2012):

K = 25000.

O nivel de parasitismo do Trichogramma
Galloi varia de acordo com a densidade da
populacdo da broca e ainda esta associado ao
estado fenoldgico da cultura (AMBROSANO,
1994). Desta forma, neste artigo a taxa de
parasitismo  considerada estd conforme
(RAFIKOV, 2010):

a = 0,0002696.

Portanto, os valores dos parametros
utilizados para a realizagdo das simulagbes
numéricas estdo apresentados na tabela 3 a
seguir:

Tabela 3. Parametros.

Ovo Ovo
Fase . Lagarta
normal parasitado
Duragao
(dias) 8 8 >0

Fonte: O autor.

Consideramos tp, ,ty,, € tp, O tempo
médio de vida dos ovos normais, ovos
parasitados e lagartas, respectivamente. Para
determinar os parametros nq, n,, n; fagamos:

1
=-==0,125,

S
[aN
|
I
I

Representagao Valor
my 0,04458375
m, 0,1075475
ms 0,0021072
n4 0,125
n, 0,125
N3 0,02
a 0,0002696
K 25000

Fonte: O autor.

As condi¢Ges iniciais utilizadas para
realizar as simulagbes numéricas foram
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xq, = 1000, x, = 1000 e x3 = 1000. Utilizamos
o método Runge-Kutta de 42 ordem no idioma C
para obtermos a solugdo discreta do sistema (4) e
podermos comparar as solucdes estabilizadas.
Obtidos os valores dos coeficientes,
primeiramente é necessdrio calcular o
determinante da matriz jacobiana em cada ponto
de equilibrio para que possamos validar o
teorema de Hartman Grobman. O determinante
da matriz J; no ponto de equilibrio P; é dado por:
det(/;) = (B —my —ny)(=m; —ny)
(_m3 - Tl3),
substituindo os valores dos parametros ja
obtidos, temos:
det(J;) = —4,926981045 x 1075 = 0.
No ponto de equilibrio P, o determinante
da matriz J, é dado por:

det(J) = {ﬁ (1 - 27%) -—my — n1} (ax; —m,
—ny)
(—m3z —n3),

substituindo os valores dos parametros ja
obtidos, temos:
det(J,) = 1,104490406 x 1075 = 0.

No ponto de equilibrio P; o determinante

da matriz /5 é dado por:
det(J3) = —{(—axi)(axz)(—mz —n3)},

substituindo os valores dos parametros ja
obtidos, temos:

det(J3) = —0,00160684326 + 0.

Portanto, como o determinante de
J1,J2,J3 # 0, a segunda condicdo do teorema de
Hartman Grobman estd satisfeita. Os parametros
foram determinados de forma que os autovalores
fossem estritamente menores que zero,
satisfazendo assim a primeira condicdo do
teorema. Dessa forma, tornamos valido o
teorema de Hartman Grobman para o sistema
nao linear (4).

6. SIMULACOES NUMERICAS

Para a andlise de estabilidade do ponto de
equilibrio P; = (0,0,0) o coeficiente f deve
satisfazer a condigao:

B <my+ny,
ou seja,
B < 0,16958375.

Desta forma, tomando f=0,16 e
a =0,0002696 a figura 1 exibe
comportamento das solucdes.
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Figura 1. Evolugdo das populagdes.

1300 a=0.0002696 x,
1200 p=0.16 —x
1100 4 3
1000 +
900
800
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500
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T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Tempo

Fonte: O autor.

Nestas condigdes o ponto P; é estdvel. Para
t suficientemente grande as popula¢des tendem
a se extinguir conforme ilustra figura 1.
Para andlise de estabilidade do ponto de
equilibrio
P, = (61,2132; 0; 346,1159),
o coeficiente 8 deve satisfazer a condigdo:
akK(m, +ny)
aK — (my, +ny)

m;+n; <p<

ou seja,
0,16958375 < f < 0,17564392133.
Desta forma, tomando [ =0,17 e
a =0,0002696 a figura 2 exibe o
comportamento das solucdes.

Figura 2. Evolucdo das populacgdes.

1300
a=0.0002696 I
=017 —x

1200
1100
1000
900
800
700
x 600 -
500
400 ]
300
200
100 4

0

T T T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000011000 12000
Tempo

Fonte: O autor.

Nestas condi¢Ges o ponto P, é estavel. Por
outro lado, a figura 3 ilustra também a
estabilidade do ponto P,, mas com o gréfico de
uma forma ampliada, sem alterar os dados,
ficando mais facil verificar que para t
suficientemente grande a populacdo de ovos
parasitados tende a se extinguir, ao passo que a
densidade dos ovos normais e lagartas tendem a
se estabilizar.
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Figura 3. Evolugdo das populagdes.
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a=0.0002696 1
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Fonte: O autor.

Para a andlise de estabilidade do ponto de
equilibrio
P; = (862,5649; 15,600; 4877,1788),
o coeficiente [ deve satisfazer a condigado:
B> aK(my +ny) ,
aK — (m, +ny)

ou seja,
B > 0,17564392133.
Desta forma, tomando [ =0,18 e
a =0,0002696 a figura 3 exibe o
comportamento das solugdes.

Figura 4. Evolucado das populacdes.
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T T T T T T T J
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Fonte: O autor.

Nestas condi¢des o ponto P; é estdvel. Por
outro lado, a figura 5 ilustra também a
estabilidade do ponto P;, mas com o gréfico de
uma forma ampliada, sem alterar os dados,
facilitando averiguar que para t suficientemente
grande as populagdes de ovos normais, ovos
parasitados e lagartas tendem a se estabilizar e
coexistir no mesmo ambiente.
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Figura 5. Evolucdo das populagdes.
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Fonte: O autor.

7. CONSIDERAGOES FINAIS

Estudar e compreender a dinamica de
interacdo entre a populagdo da Diatraea
Saccharalis e o seu parasitoide Trichogramma
Galloi por meio da modelagem matemadtica e
simulagGes numéricas é de suma importancia,
visto que podem contribuir consideravelmente
no sucesso do controle da praga. Por exemplo, na
figura 4 observamos que a populagdo da broca da
cana apresenta valores maiores que o limite de
2500 pragas por hectare, valores acima desse
nivel provocam prejuizos econémicos a cultura,
portanto nesse cendrio seria necessario aplicar o
controle biolégico.

As condigdes iniciais utilizadas neste
artigo ndo se baseiam em situacdes reais de
campo. Os estados de equilibrio e os eventos sdo
influenciados pelos coeficientes do modelo e
também as varidveis consideradas na simulagdo
numeérica alteram a dinamica de interacdo, o que
revela a importancia da adaptacdo dessas
variaveis para a situacdo particular do produtor.
Além disso, observamos que um parametro
importante que interfere na estabilidade do
ponto de equilibrio é a taxa de reprodugdo 3.

Neste modelo, encontramos os pontos de
equilibrio e condicGes para a estabilidade de cada
um deles, e podemos observar que as simulacées
numeéricas mostram uma boa aproximacgao para a
estabilidade.
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