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RESUMO - Os sistemas estruturais esbeltos susceptiveis a flambagem
instdvel geralmente perdem a estabilidade para niveis de carga mais
baixos do que a carga de flambagem linear da estrutura perfeita. Isto se
deve, principalmente, as imperfeicGes geométricas presentes em
estruturas reais. O objetivo deste trabalho é determinar as medidas de
integridade, juntamente com a estabilidade das solugdes pds-criticas de
um sistema mecanico sujeito a flambagem simétrica instavel, bifurcacao
do tipo Burtterfly, utilizando um modelo discreto de um grau de
liberdade. Serao considerados incertezas na ordem de 10% nos seus
parametros deterministicos, para obter limites inferiores e de confianca
para o projeto. A incerteza proposta nos parametros de rigidez das
molas ndao modifica o tipo de bifurcacdo e o valor da carga critica,
apenas o valor do minimo péds-critico dos diagramas de bifurcacdo. Os
resultados apresentaram a erosdao da bacia de atra¢do e o decréscimo
dos fatores de integridade, local e global, para as solugdes triviais com o
incremento do carregamento estatico, para a bifurcagdo investigada.
Palavras-chave: flambagem simétrica instavel; bifurcacdo; bacia de
atracao; fator de integridade.

ABSTRACT - Slender structural systems susceptible to unstable buckling
generally lose stability at lower load levels than the linear buckling load
of the perfect structure. This is mainly due to the geometric
imperfections present in real structures. The objective of this work is to
determine the integrity measures, together with the stability of the
post-critical solutions of a mechanical system subject to unstable
symmetrical buckling, Burtterfly-type bifurcation, using a discrete
degree of freedom model. Uncertainties in the order of 10% will be
considered in its deterministic parameters, to obtain lower and reliable
limits for the project. The proposed uncertainty in the spring stiffness
parameters does not change the type of bifurcation and the value of the
critical load, only the value of the minimum post-critical of the
bifurcation diagrams. The results showed the erosion of the attraction
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basin and the decrease of the factors of integrity, local and global, for
the trivial solutions with the increase of the static load, for the

investigated bifurcation.

Keywords: unstable symmetrical buckling, bifurcation, attraction basin,

integrity factor.

1. INTRODUCAO

Nos ultimos  anos  engenheiros e
pesquisadores tém sido solicitados, cada vez
com mais frequéncia, a estudar e projetar
estruturas com um grau maior de
complexidade. Com isso os efeitos ndo
lineares se tornam cada vez maiores e dificeis
de serem controlados. Fendbmenos nao
lineares sdo, entretanto, indesejaveis.
Evitam-se estes tipos de problemas
projetando-se estruturas de tal modo que
elas trabalhem em regime linear, isso porque
tanto a analise estatica quanto a dinamica de
sistemas ndo lineares apresentam nas dareas
de matematica e mecanica aplicada uma
variedade de problemas de dificil solugao.
Millon (1991) estudou a correlagao entre as
bifurcagdes e as oscilagdes nao lineares de
um sistema mecanico discreto com
diferentes comportamentos pds-criticos,
através de uma detalhada andlise
paramétrica. Para os varios tipos de
bifurcacao estudou-se, como o
comportamento dindmico varia com o nivel
de carregamento  estdtico, com os
parametros que caracterizam o
carregamento dindmico e com os parametros
gue caracterizam a rigidez do sistema
estrutural. No presente trabalho, tem-se o
mesmo modelo mecanico apresentado em
Millon (1991), que é uma adaptagdao de um
modelo barra rigida-mola ja utilizado
anteriormente no estudo da estabilidade
eldstica de sistemas estaticos.

A avaliacdo da seguranca e da integridade de
um sistema dindmico ndo-linear é um
assunto de muita importancia em engenharia
e nao depende exclusivamente da
estabilidade das solu¢cdes pds-critica. Um
método para se estudar a integridade de um

sistema dinamico é através da andlise da
evolucdo das bacias de atracdo de varias
solugdes. Essa questdo foi abordada pela
primeira vez por Thompson (1989) e tem
recebido atencdo recentemente para a
determinacdo de duas importantes medidas
de seguranc¢a das bacias de atragdo: o fator
de integridade local (FIL) e o fator de
integridade global (FIG), que medem a
maxima regido segura e continua da bacia de
atracdo em torno de um dos atratores da
resposta dinamica (REGA; LENCI, 2005). Essas
medidas de seguranga tém sido aplicadas a
diversos sistemas mecanicos ou continuos
(REGA; LENCI, 2008; SILVA; GONCALVES,
2015).

O objetivo deste trabalho é determinar as
medidas de integridade, juntamente com a
estabilidade das solugdes pds-criticas de um
sistema mecanico sujeito a flambagem
simétrica instavel, do tipo Burtterfly,
utilizando um modelo discreto de um grau de
liberdade. O enfoque serd dado a influéncia
do nivel de carregamento estatico e de
incertezas nos parametros de rigidez das
bacias de atracdo estaticas do sistema e,
consequentemente, sobre as medidas de
integridade do sistema.

2. FORMULACAO MATEMATICA

O modelo representado na Fig. 1 consiste
numa barra rigida de peso desprezivel,
comprimento L, presa por duas molas: uma
mola vertical de rigidez linear k1 e uma mola
de rigidez IZZ que pode ser linear se n for

igual a zero e ndo linear caso n seja igual a
um, (ver eq.1) e uma massa concentrada M
fixa no ponto A. Segundo Millon (1991)
modelos semelhantes a esse tém sido
frequentemente usados para representar e
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estudar de maneira simplificada o
comportamento de elementos estruturais
tais como colunas, arcos, cascas e placas.

Figura 1. Sistema massa-mola-barra rigida
com um grau de liberdade: (a) Estatico (b)
Dindamico.

Po Po

l [,

L

Q,,L
(a)
Fonte: Millon (1991)

A rigidez IZZ é representada pela seguinte

equacao:
2
k, = k2 [1 +n <06Q20 + BQ20 >l (1)

+)’Q203 + 5Q204

onde Qy é o deslocamento associado a mola
nao linear k2 € a, B, ye O sdo parametros
gue inserem nao linearidades geométricas no
sistema criando diferentes mecanismos de
bifurcacdo dependendo da poténcia dos
deslocamentos Qyo. Esta equagdo pode ser
utilizada para exemplificar os varios tipos de
comportamento pods-critico que ocorrem em
varios sistemas estruturais. Serd estudado o
caso especifico Butterfly, que possui
pardmetros que regem a ndo linearidade da

mola k, .

A partir do modelo proposto por Silva
(2016), da equacdo de Lagrange e da
aplicacdo do principio de Hamilton, obtém-se
a seguinte equacdo de movimento do
sistema:

d*Q, dQ

2 Q2t
= + 2¢ + [1 — Py]

drt
‘/1—023

+[1 — 2]Qq¢ + 1(@Q2:” + BQas” + ¥ Qs
+6Q4.°) = f(7) (2)
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Para se estudar a bifurcacao Butterfly,
simplifica-se a eq. (2) adotando os seguintes
parametros: A=4,8=-6,6=4,aa=0¢e y=0.
Sendo assim o caminho pds-critico para esse
caso regido a partir da seguinte equagao:

Poz,/l_on2 4/;_1
\/1—0202

+(1-60Q2° +4050") | 3

Para o caso de molas nao lineares a
expressao da frequéncia natural relativa ao
estado fundamental de equilibrio é igual ao
caso linear, a saber:

ZD'0=w/1—PO (4)

Para Q,,#0, ou seja, no caminho
pos-critico, obtém-se a seguinte equacao
para frequéncia natural em fun¢dao do
carregamento estatico:

1

@y =1 [4 — Pyl +[1-2]+

(1—Q202)3
2

(2aQ20 + 3BQ20° + 4¥Q20°+56Q40") ¢ (5)

3. RESULTADOS NUMERICOS

Neste trabalho serdo considerados
incertezas na ordem de 10% nos parametros
deterministicos da bifurcacdo do tipo
“Butterfly”. Serdao considerados os resultados
para as seguintes incertezas nos parametros
da mola nao linear:
B=-54,3=-66,5=3.6,5=4.4.

A Figura 2a representa os caminhos
pos criticos para a bifurcacdo do tipo
“Butterfly” considerando toda a variabilidade
dos seus parametros numéricos. Observa-se
nesta figura que a bifurcacdo do caminho
pos-critico inicial é simétrica instavel. A
incerteza proposta nos parametros de rigidez
das molas ndo modifica o tipo de bifurcacdo
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e o valor da carga critica, apenas o valor do
minimo  pods-critico dos diagramas de
bifurcacao.

A Figura 2b ilustra a relagdao woz Vs

P_O para o caso “Butterfly” obtida a partir da
eq. (5) apenas para os valores nominais dos
pardmetros  numéricos. Nesta figura,
observa-se que o] trecho linear,
correspondente ao caminho fundamental de
equilibrio, que apresenta frequéncias
naturais imaginarias a partir da carga critica
de flambagem, indicando que a partir desse
valor de carregamento o caminho
fundamental de equilibrio é instavel. Ja o
trecho curvo desta figura representa a
variacdo da frequéncia ao longo do caminho
pos-critico de equilibrio, sendo que as
frequéncias imagindrias estdo associadas ao
trecho inicial do caminho pds-critico,
passando a serem reais apds atingirem o
carregamento minimo pés-critico.

Em seguida foram obtidas as bacias
de atragdo estaticas, F(t) = 0, para o caso de
bifurcacdo  avaliados neste  trabalho,
considerando-se as incertezas na ordem de
10% nos parametros deterministicos.
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Para o tracado das bacias foi utilizado
0 método de Runge-Kutta de quarta ordem,
que apresenta boa estabilidade numérica
para integrar o problema de valor inicial ao
longo do tempo. O atrator de cada condicdo
inicial, pertencente do plano que varia tanto
os deslocamentos quanto a velocidade do
sistema discreto dentro do intervalo de [-
1,1], é mapeado e agrupado em cores
diferentes. Este método consiste em
discretizar o plano desejado para calcular a
bacia de atracdo em um conjunto de células,
avaliando a convergéncia dessas condicdes
iniciais para um determinado atrator. Os
eixos horizontais simbolizam a variacdo da
condigdo inicial de deslocamento Q,(7) e
enquanto os eixos verticais varia-se a
condigdo inicial de velocidade, dQ,(7)/dz.

Nas Figs. 4 e 5 estdao representadas,
respectivamente, as bacias de atragdes
considerando-se as incertezas no parametro
B e 6 para a bifurcacao do tipo Butterfly além
de se avaliar varios niveis de carregamento
estdtico conforme representado na Figura 3.

Figura 2. (a) Caminho pds critico para a bifurcagdo do tipo Butterfly considerando a incerteza em

seus pardmetros e (b) e relagdo @,?versus P_0 para A=4, B= -6, 6 = 4, a=0¢e y= 0.
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Figura 3 —Caminho pés-critico para a bifurcacdo do tipo Butterfly para varios niveis de

carregamento.

Fonte: Os autores.

Para o tipo de bifurcacdo Butterfly o
nivel de carregamento estatico igual 0.5 e 0.9
apresentam trés solugdes estaveis (ponto
azul), sendo uma delas trivial (atrator central
AC), e duas solugbes instaveis (ponto
vermelho) conforme ilustra a Figura 3. Ja
para o carregamento estatico igual 1.2, a
solucdo trivial passa a ser instavel (ponto
vermelho) e o sistema passa apresentar
apenas duas solugbes estdveis (ponto azul),
sendo um atrator esquerdo (AE) e outra o
atrator direito (AD), como apresentado na
Figura 3.

Nota-se que a medida que aumenta-
se o carregamento, independentemente do
valor da incerteza, maior é a tendéncia das
condi¢les iniciais da bacia de atracao se
estabilizar no foco esquerdo (regido de cor
preta) ou direito (regido de cor amarela),

minimizando a regido do foco central (regido
de cor azul), como esperado.

Foram estudados os fatores de
integridades locais e globais do sistema com
bifurcacdo Butterfly. O fator de integridade
local (FIL) € a maior circunferéncia centrada
no atrator da bacia de atracdo que pode ser
obtida de tal forma a garantir o maior
conjunto de condicdes iniciais que convertem
para o referido atrator. Jd o fator de
integridade global (FIG) é a maior
circunferéncia centrada em uma
determinada condi¢dao inicial da bacia de
atracao que pode ser obtida de tal forma a
garantir o maior conjunto de condi¢des
iniciais que convertem para o mesmo atrator
da condi¢do inicial que estd no centro da
circunferéncia (SILVA; GONCALVES; REGA;
LENCI, 2011.)
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Tabela 1. Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcagdo do tipo Butterfly.

Parametros Po
05 0.9 12

B 5 Local Global Local Global Local Global

AC | AE | AC | AE | AC | AE | AC | AE [AC]| AE | AC| AE
54 4 1026010026012 005]|014]005|041]00]017] 00 | 044
6 | 4 l023|013]023]022|006/|016|006|037|00]014] 00046
66| 4 |021/014]021]027|005|014]005|041]00]013] 00046
6 |36 1022/ 014]022|025|006] 015|006 039] 00 |013] 00 | 046
6 | 44 1024 012]024|018|006|015|006|037|00|016]| 00 |044

Fonte: Os autores.

Os fatores de integridades estdo
apresentados pelas regides delimitada pelos
circulos nas bacias das Figs. 4 e 5. O valor dos
fatores de integridade (raio da
circunferéncia), local e global, com os
parametros analisados para a bifurcacao do
tipo Butterfly estdo relacionados na Tabela 1,

sendo AC (atrator central) e AE (atrator
esquerdo). Ndo foram apresentados os
fatores de integridade local e global AD
(atrator direito) ja que a solucdo pds-critica é
simétrica para este caso de bifurcacao.

Figura 4. Bacias de atragao para a bifurcagdo do tipo Butterfly, incerteza no parametro . 8 = 4.

1

dQ,(t)dt
=S
dQ,(t)dt

dQ,(t)dr

dQ,(t)dt
dQ,(t)dt

(g)p=-6.6eP,=05

Fonte: Os autores.

(h)B=-66eP,=09

() B=-66ePy=12
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Observa-se a partir da Tab. 1 que o
fator de integridade, local e global, do atrator
central (solugdo trivial), para um mesmo do
valor B e 9, diminui com o incremento da
carga estatica Pg, tornando-se nula para
qualquer valor de carregamento superior ao
valor da carga critica, como ilustrado nas
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Figuras 6(a) e 7(a). J4 para o atrator esquerdo
(solugdo pods-critica) ocorre o aumento do
fator de integridade, local e global, com o
incremento de Py, para um mesmo do valor
valor B e 3, como apresentado nas Figuras
6(b) e 7(b).

Figura 5. Bacias de atragao para a bifurcagdo do tipo Butterfly, incerteza no parametro 5 . § = -6.

dQ,(t)fd

Qyf7)

(2)8=3.6ePy=05

1 1

05

dQ,(t)/de

-1 05 0 05 1 -1
Quft)

(dd=4ePy=05
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Q)
(9)8=44ePy=05

Fonte: Os autores.
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Figura 6 — Fator de integridade local para a bifurcacdo do tipo Butterfly: Atrator (a) Central (b)
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Figura 7 - Fator de integridade global para a bifurcacao do tipo Butterfly: Atrator (a) Central (b)
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0,4
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Fonte: Os autores.

Ainda a partir da Tabela 1 e das
Figuras 6 e 7, observa-se que o fator de
integridade, local e global, para uma carga
estatica, Py, préxima do valor minimo pds-
critico, sofre uma significativa variacado
guando se considera uma incerteza nos
parametro e o, sendo essa variagdo menos
significativa para valores elevados de carga
estatica.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, avaliou-se, para um
sistema mecanico discreto susceptivel a
flambagem simétrica instavel, a influéncia de
incertezas nos parametros de rigidez do
sistema nas bacias de atracoes.

Quanto a rigidez do sistema discreto,
dependendo dos valores iniciais da mola ndo
linear é possivel obter repostas pds-criticas

com diferentes topologias, que neste
trabalho foi considerada a bifurcacao
Butterfly.

Foram tracadas diversas bacias de
atracdo para diferentes valores de
carregamento estatico e com incerteza nos
parametros de rigidez da mola ndo linear,
verificando o comportamento pds-critico e a
mudanca das bacias de atracdo e das
medidas de seguranca com o carregamento
estatico e a incerteza.

FIG

Atrator Esquerdo

p=-6ed=4

——p=-54e5=4
——p=66e0=4
p=-6e5=36
p=-6ed=44|

0 0,4 0,8 12
PO
(b)

A incerteza proposta nos parametros
de rigidez da mola ndo linear ndo modifica o
tipo de bifurcacdo, o comportamento pods-
critico dos sistemas discretos e o valor da
carga critica. Apenas o valor da carga minima
pos-critica dos diagramas de bifurcacdo é
alterado com a incerteza.

Os resultados apresentaram a erosao
da bacia de atracdo e o decréscimo dos
fatores de integridade, local e global, para as
solugdes triviais com o incremento do
carregamento estatico, para a bifurcacao
investigada.
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