60

gxactarum

Recebido em: 24/04/2018
Revisado em: 24/08/2018
Aprovado em: 13/09/2018

TRIGONOMETRIA ESFERICA APLICADA NA ASTRONOMIA DE
POSICAO

Applied spherical trigonometry in position astronomy
Christian Luz Pelissari de Oliveira'; Fernando Pereira de Souza?

'Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Departamento de Ciéncias Exatas

Av. Ranulpho Marques Leal, 3484 , Trés Lagoas - MS, 79610-100 - Brasil
christianluz09@gmail.com

2Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Departamento de Ciéncias Exatas

Av. Ranulpho Marques Leal, 3484, Trés Lagoas - MS, 79610-100 — Brasil
fermatmel@gmail.com

RESUMO - O presente artigo é resultado de um trabalho de pesquisa do Curso
de Licenciatura em Matemdtica no ambito do Programa de Educacdo Tutorial -
PET. O trabalho aborda conceitos da Trigonometria Esférica, que possui
diversos campos de aplicagGes entre a matematica e a fisica, relacionados em
problemas cartograficos, na navegacao e na astronomia. O objetivo é explorar
problemas de aplicacGes da astronomia dos corpos celestes, fazendo o uso de
conceitos de trigonometria na esfera para estudar posicdoes e direcdoes de
astros em termos de uma esfera celeste. Para atingir tal objetivo, o artigo
apresenta conceitos de menor distancia entre dois pontos na esfera, triangulo
de posi¢do que é o triangulo esférico, a relagao fundamental conhecida como
lei dos cossenos, a Esfera Celeste, seus elementos, as suas coordenadas no
sistema equatorial, sistema horizontal e sistema hordrio. Assim, o trabalho
busca incentivar alunos e professores a trabalharem a Geometria Esférica na
sala de aula.

Palavras-chave: geometria esférica; esfera celeste; astronomia de posigao.

ABSTRACT — The present article is the result of a research work of the Degree
in Mathematics in the scope of the Tutorial Education Program - PET. The work
deals with concepts of Spherical Trigonometry, which has several fields of
applications between mathematics and physics, related to cartographic
problems, navigation and astronomy. The goal is to explore problems of
astronomy applications of celestial bodies by making use of trigonometry
concepts in the sphere to study positions and directions of stars in terms of a
celestial sphere. In order to reach this objective, the article presents concepts
of a smaller distance between two points in the sphere, a triangle of position
that is the spherical triangle, the fundamental relation known as law of
cosines, the Celestial Sphere, its elements, its coordinates in the equatorial
system, horizontal system and time system. Thus, the work seeks to encourage
students and teachers to work on Spherical Geometry in the classroom.
Keywords: spherical geometry; celestial sphere; position astronomy.
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1. INTRODUCAO

Como sabemos, a forma do planeta
Terra em comparagao com uma forma
geométrica se aproxima de uma esfera.
Alguns conceitos da geometria esférica sao
vistos no decorrer da educacdo basica,
situacbes que sdo vistas nas aulas de
geografia como, linha do Equador,
meridianos, paralelos, latitudes e longitudes.
Os conceitos geométricos da esfera tais
como, o volume, a superficie, o fuso e a area
sao vistos nas aulas de matematica. Algumas
observacdes devem estar subentendidas
perante o aluno no fim de sua formacao
diante da geometria, onde os conceitos da
geometria plana n3dao s3ao validos na
geometria esférica, por exemplo, qual é a
menor distancia entre dois pontos na
geometria esférica? Sendo que na Euclidiana
seria o segmento de reta, mas isso existindo
apenas na Geometria Plana, neste caso se faz
comparagdes, com que os pontos se tornam
cidades préoximas e a menor distancia seria
tal estrada, sendo um arco com a
circunferéncia maxima.

O objetivo do presente trabalho se da
em explorar aplicagdes astrondbmicas com
estudos na  geometria esférica e
trigonométrica, seus aspectos espaciais,
geograficos. Fazendo um estudo analitico de
seu corpo. Consequentemente, abordando e
aplicando problemas da astronomia de
posicao.

2. METODOLOGIA

O trabalho foi desenvolvido através
de estudo tedrico, pratico e pesquisa
bibliografica, questoes tedricas da
astronomia, demonstracdes e andlise de
teoremas sendo aplicadas na geometria
esférica, ambas estudadas na forma de
apresentacdao de seminarios, resolucdo de
exercicios, interpretacdes geométricas e
trigonomeétricas das aplicacdes astrondmicas
de posicao.
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3. RESULTADOS

Dado ao estudo fundamental da
trigonometria esférica, demonstraremos a lei
dos cossenos na esfera.

Defini¢do 1: O plano que faz uma
sec¢dao em uma esfera é chamado de plano
secante. Se esse plano secante passa pelo
centro da esfera, a circunferéncia formada na
seccdo é chamada de circunferéncia maxima.

Figura 1: Circunferéncia Maxima

Fonte: O Autor

Os meridianos e o equador sdo
exemplos de circulos mdaximos tragados
sobre a superficie da Terra sendo que os
circulos paralelos que cruzam com os
meridianos origindrios da rotacdo do planeta,
sdo gradativamente menores a partir que se
afastam da equador em direcao aos pélos.

Definicdo 2: Angulo esférico: é o
angulo, formado por dois arcos de
circunferéncias mdaximas. Sua medida é a
mesma do angulo plano formado pelas
semirretas tangentes a esses arcos.



Figura 2: Angulo Esférico

Fonte: O Autor

Defini¢éo 3: Triangulo esférico é uma
superficie  limitada por trés  arcos
circunferéncias mdximas, contida em algum
hemisfério, sendo estes arcos menores que
uma semicircunferéncia maxima.

Figura 3: Triangulo Esférico

Fonte: O Autor

Teorema 1: Teorema fundamental do
triangulo esférico. Seja ABC um triangulo
esférico, com lados a,b e ¢, e angulos
internos 4, B e C. Entao

cos(a) = cos(b) cos(c)
+ sen(b) sen(c) cos A (1)

cos(b) = cos(a) cos(c)
+ sen(a) sen(c) cos B (2)
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cos(c) = cos(a) cos(b)
+ sen(a) sen(b) cos C (3)

Dem: Seja r a reta tangente em A ao
arco OB e s a reta tangente em A ao arco
AC. Desta forma a reta r intersecta a reta OB
em um ponto que chamaremos de D, da
mesma forma, a reta s intersecta a reta OC
em um ponto que chamaremos de E.

Figura 4: Teorema Fundamental

Fonte: O Autor

Observe que as retas r e s sdo
tangentes a esfera, contudo A0 e AD sdo
perpendiculares, isso sendo analogo para
OAe AE.

Analisando os triangulos ODA e OEA,
da geometria euclidiana temos:

b = AO
cos(b) = O_E
AO
cos(c) _O__D'
(b) = AE
sen(b) = O_E
_AD 4
sen(c) = D" 4)

Desta maneira, aplicando teorema de
Pitagoras em ambos os triangulos, obtemos:

0D? = AD? + 0A?
OE? = AE? + 04?,
somando os resultados, teremos:

OD? + OF? = AD? + 2042 + AE%.  (5)
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Aplicando a lei dos cossenos
(geometria plana) nos triangulos ADE e ODE
e igualando temos:

OD? +OE?—20D - OE -cos(a)
= AD? - AE? —2AD - AE
*COS A,

assim, de (5), obtemos:

AO? N AD - AE
OD-OF ' 0D-0E
Portanto, usando (4), concluimos que:

cos(a) = *COS A,

cos(a) = cos(b) cos(c)
+ sen(b) sen(c) cos A.

As equagdes (2) e (3) sdo analogas
(ABREU,2015).

3.1. A Esfera Celeste

Para o estudo da geometria esférica se
faz necessario o entendimento de alguns
conceitos da Astronomia de posicao, segundo
(ABREU,2015).

Zénite: é o termo técnico que designa
0 ponto (imaginario) interceptado por um
eixo vertical (imagindrio) tracado a partir da
cabeca de um observador (localizado sobre a
superficie terrestre) e que se prolonga até a
esfera celeste.

Nadir: ponto da esfera celeste oposto
ao zénite, que se situa na vertical do
observador, diretamente sob seus pés.

Polo Celeste Norte: ponto em que o
prolongamento do eixo de rotagao da Terra
intercepta a esfera celeste, no hemisfério
norte.

Polo Celeste Sul: ponto em que o
prolongamento do eixo de rotacao da Terra
intercepta a esfera celeste, no hemisfério sul.
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Figura 5. Conceitos da Astronomia de Posi¢ao

EIXO DA
TERRA

POLO CELESTE

HORIZONTE

EQUADOR'
CELESTE

POLO CELESTE
SuL

Fonte: O Autor

3.1.1. Sistema de Coordenada Horizontais
Sistema geocéntrico: origem no centro
da Terra;
Orientacdo: levogiro ou retrégrado;
Plano fundamental: horizonte
astrondmico do observador;
Coordenadas:
(A) = azimute (abscissa esférica)
(h): altura
(2): distancia zenital (ordenada)
Eixos:
X: formado pela intersecao do meridiano
do observador com o horizonte;
Y: coincide com a linha Leste — Oeste;
Z: coincide com a vertical do observador.

Figura 6. Sistema de Coordenadas
Horizontais
POLO CELESTE
NORTE
EIXO DA
TERRA z

EQUADOR
CELESTE

POLO CELESTE
SuL

Fonte: O Autor
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Neste sistema de coordenadas, tem-
se: a abscissa esférica é o azimute, definido
como o angulo contado sobre o horizonte,
deste o ponto sul, por oeste (sentido
retrégrado), até a vertical que contém o
astro. Varia de 0°a 360°. Quando o astro
“cruza” o meridiano, seu azimute sera
0° ou 180° (ARANA, 2000).

A ordenada esférica é a altura, angulo
contado desde o horizonte, sobre a vertical
do astro, até o astro. Varia de 0° (astro no
horizonte, nascendo ou ocultando) a + 90°
(astro no zénite ou no nadir), alturas
negativas correspondem a astros situados
abaixo do horizonte, e portanto, invisivel ao
observador.

Em muitos problemas é conveniente,
ao invés de se wusar altura, utiliza-se a
distancia zenital Z, que é o angulo contado a
partir do zénite até o astro sobre o seu
vertical, varia de 0° (astro no zénite) a
180° (astro no nadir).

Astro no horizonte tem-se:

h = 0°0uZ = 90°.

Tem-se que:

Z = 90°- h

Neste sistema, as coordenadas podem
ser obtidas com um teodolito; ao visar-se o
astro com um teodolito nivelado, obtém-se
Z no limbo vertical do aparelho e, se o
observador conhecer o meridiano, pode-se
obter também o azimute do astro.

Observa-se que este sistema ¢é
tipicamente local, pois as coordenadas Ae Z
dependem da posicao do observador, bem
como a época em que a observacao foi
realizada, assim, este sistema variam no
tempo e no espaco.

As coordenadas retilineas neste
sistema sao:

X = senzcos A
y = senzsenA
Z = CcOSZ

3.1.2. Sistema de Coordenadas Horarias
Sistema geocéntrico;
Orientagao: levogiro;
Plano fundamental é o equador;
Coordenadas:
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H - angulo horario
é — declinacao
Eixos:

X: formado pela intersegdo do meridiano do

observador com o equador celeste
(+p/sul);
Y: coincide com a linha leste — oeste;
Z - coincide com o eixo de rotagao da terra
(ou esfera).

Figura 7. Sistema de Coordenadas Horarias
POLO CELESTE
NORTE

EIXO DA
TERRA Z

EQUADOR
CELESTE

POLO CELESTE
suL

Fonte: Autor.

Neste sistema de coordenadas, tem: a
abscissa esférica é o angulo hordrio H é o
arco de equador, delimitado pelo semi
meridiano celeste do astro, a origem é o SMS
e o sentido de contagem é retrégrado (por
oeste). Varia de 0° a 360°.

Devido sua vinculagdao com problemas
hordrios, usualmente é expresso em hora,
assim, variando de Oh a 24 h; a ordenada
esférica é a declinacdo § do astro, é definido
como o arco do meridiano celeste do astro,
contado a partir do equador até o astro.
Varia de 0°(astro no equador) a + 90°

Convencionalmente positiva as
declinagdes no hemisfério norte.

O sistema de coordenadas hordrias é
dito misto, pois a declinacdo § do astro ndo
depende da posicdo do observador, isto é,
para qualquer observador um determinado
astro tera a mesma declinagdo, se observado
no mesmo instante fisico.
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No entanto, o angulo horario estd
depende do meridiano do observador, assim
sendo, a abscissa H depende da posicao do
observador.

As coordenadas retilineas neste
sistema sao:

x = cosdcos H
y = cosé sen H
z = send

Considere o triangulo esférico ABC,
onde A é o zénite, B é o astro a ser analisado

e C é o polo norte,

Figura 8. Triangulo de Posicao

Fonte: O Autor.

Desta forma temos:
a=1z,b=(90°—¢),
c=(90°—-6)e C =H.

Aplicando a equagdo (1) do Teorema

1 no triangulo ABC, temos

cos(z) = cos(90° — ¢) cos(90° — &)
+ sen(90° — ¢)sen(90°
— §)cosH,
Assim, utilizando as identidades
trigonomeétricas de seno e cosseno, obtemos:

cos(z) = sen(¢)sen(6)
+ cos(¢) cos(8) cosH

cos(z) — sen(¢)sen(d)
= cos(¢) cos(6) cosH
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cos(z) sen(¢)-sen(9)
cos(¢) * cos(¢p) - cos(6)

cosH = cos(z) - sec(¢) - sec(d)
—tg(¢) - tg(6)

cosH =

Ao nascer do Sol temos que o angulo
horério é z = 90°, pois o Sol se encontra no
horizonte. De (1) temos:

cosH = —tg(¢)tg(6) (6)

A equacdo (6) nos permite calcular
quanto tempo o Sol permanece acima do
horizonte em um certo local e em certa data
do ano, pois o tempo de permanéncia acima
do horizonte sera duas vezes o angulo
hordrio desse astro no momento do nascer
ou ocaso (FILHO, 2014).

3.2. AplicagGes
3.2.1. Distancia entre dois pontos

Em Geometria Plana, sabe-se que um
triangulo possui seis elementos, trés lados e
trés angulos. E se conhecemos as medidas de
trés desses elementos, sendo pelo menos um
deles um dos lados, podemos determinar
todos os demais elementos do triangulo, bem
como sua area. Para isso usa-se as relagdes
conhecidas para triangulos no plano, como a
lei dos senos e a lei dos cossenos (NETO,
2013). Mas se quisermos, por exemplo,
conhecer as distancias entre duas cidades
separadas uma da outra por alguns milhares
de quildmetros, mesmo conhecendo suas
coordenadas geograficas e utilizando outra
cidade como referéncia para obter um tri
angulo, ainda assim ndo teriamos a mesma
precisdo que temos quando trabalhamos
sobre a esfera. As aplicacdes foram baseadas
segundo Alves (2009).

Qual a distdncia entre a UFMS/CPTL
(Universidade Federal de Mato Grosso do
Sul- Campus Trés Lagoas) e UNOESTE
(Universidade do Oeste Paulista), sabendo
que as latitudes e longitudes sdo

20°47'03.8"S, 51°39'56.3"W

22°07'02.3"S, 51°26'55.1"W,
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Respectivamente (extraido de
https://www.google.com.br/maps).

Para resolucdo da aplicacao,
chamaremos de B a UFMS e de C a
UNOESTE, consideremos o ponto A como
sendo o polo Sul. Assim interligando os
pontos, temos um triangulo esférico ABC.

Figura 9. Distancia entre UFMS E UNOESTE

Linha do Equador

Fonte: O Autor.
Analisando o triangulo esférico, temos

b = 90° — 20°47'03.8" = (69°12'56,2")
= (69,21)°,

90° — 22°07'02.3" = (67°52'57,7")
= (67,89)".

Q
Il

O angulo A é o angulo formado pelos
planos BOA e COA, ou seja, é a diferenca
entre as longitudes de B e C:

A =51°39'56.3" - 51°26'55.1" = (16'2")
= (0,27)°.

Para nossa aplicacdo consideramos a
Terra uma perfeita esfera com raio de
6400km e o centro denotado por O.
Inicialmente, estudaremos o caso onde dois
pontos K e L pertencem a uma
circunferéncia maxima na esfera e angulo

KOL = 1°. Neste caso concluimos que

26400

di. L) = =36

km = 111, 7km.

Quando dois pontos estdao sobre uma
circunferéncia maxima de centro 0O, a
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distancia entre elas é a medida do angulo
KOL multiplicada por 111,7km.

Aplicando o teorema dos cossenos no
triangulo esférico ABC, temos:

cos(a) = co0s 69,21 cos 67,89
+ sen 69,21 -sen 67,89 - cos 0,27
= 0.38

Logo,a = 1,17°.

Como BC é um arco contido numa
circunferéncia maxima, entdo a distancia
entre B e C é 1,17° multiplicado por
111,7 km, ou seja, aproximadamente
131,15 km.

3.2.2. Tempo de Permanéncia do Sol

Quanto tempo permanecera o Sol
acima do horizonte em Trés Lagoas/MS, cuja
latitude é 20°45'04"S em um dia de
Solsticio de verdo no hemisfério sul, em que
a declinacdo do Sol é —23.43°? (Declinagdo
obtida, segundo: Associacdo Nacional de
Cruzeiros Entidade de Utilidade Publica.)

cosH = —tg(—20° 45" 04")tg(—23.43°),

entdo,
cosH = —0,1642

ou ainda, H = 99,45°. Portanto o tempo de
permanéncia do sol é 2H = 198,90°. Como
gueremos saber o tempo de permanéncia do
sol e sabendo que 24 horas é o tempo que o
sol leva para dar uma volta sobre a terra,
entao:

360t =2H - 24

360 -t =198,90°- 24
t =13,26

Portanto, o Sol ficard acima do
horizonte aproximadamente 13,26 horas.

4. DISCUSSAO
Para o estudo da geometria esférica

aplicado na astronomia foi necessario um
conhecimento abrangente de conceitos da
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geometria esférica e conceitos geograficos,
como eixo, paralelos, meridianos e polos.
Este estudo foi efetuado através de resolucao
de exercicios e semindrios apresentados
durante o desenvolvimento do trabalho,
possibilitando verificar atuacdo da
matematica em aplicacbes geogréficas e
astrondmicas. Deste modo foram verificados
teoremas, corolarios perante a geometria
esférica serem aplicados na astronomia.

5. CONCLUSAO

Através do presente trabalho foi
possivel analisar o papel importante da
matemadtica sendo aplicada na astronomia
utilizando de conhecimentos geograficos. A
partir de relagGes geométricas, com analises
na esfera, no caso, o globo terrestre.
Partindo de conceitos espaciais para
aplicagGes prdticas na prépria astronomia.
Sendo de grande importancia e interesse,
fazer essa unido de temas, a fim de um unico
foco de aplicagdo, despertando o interesse
para o aprendizado e contribuindo para a
formacao do aluno.
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