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RESUMO - Os Quatérnions foram criados em 1843 por W. R. Hamilton
e sua utilizacdo, embora ndo seja muito divulgada, ndo é recente.
Basicamente os Quatérnions podem ser vistos como uma extensdo da
algebra dos numeros complexos, na qual se tem trés componentes
imaginarios ao invés de um, podendo ser representado por a = a +
Ayl +a,j+ a,k = (a,@), onde a é um escalar e (ax, ay,a;) séo os
componentes do vetor d. Uma vez especificadas algumas propriedades
e operagles elementares, a partir dessa definicdo, pode-se provar que
esse conceito inicial, permite estabelecer a relacdo da algebra dos
Quatérnions. Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é apresentar
alguns conceitos basicos relativos a Algebra dos Quatérnios,
apontando alguns aspectos dessa representacao.

Palavras-chave: Quatérnions; Anéis ndo Comutativos; NuUmeros
Complexos; W. R. Hamilton.

ABSTRACT - ABSTRACT

The Quaternions were created in 1843 by W. R. Hamilton and its use,
although not much publicized, it is not new. Basically, quaternions can
be seen as an algebraic extension of complex numbers, in which it has
three imaginary components instead of one, may be represented by
a=a+a,l+a,j+ a,k = (a,d), where ais a scalar and (a,, ay,az)
are the vector components a.

Once specified some properties and basic operations, from this
definition, we can prove that this initial concept, allowing the
correlation between the algebra of quaternions. In this context, the
aim of this paper is to present some basic concepts related to the
Algebra of Quaternions, pointing out some aspects of this
representation.

Keywords: Quaternions; Noncommutative Rings; Complex Numbers;
W. R. Hamilton.
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1. INTRODUGAO

Segundo Boyer (1974), William Rowan
Hamilton apresentou o primeiro conceito
moderno dos complexos como pares
ordenados de reais e tentou generalizar esta
ideia para o espaco tridimensional. Apds
inimeras tentativas verificou-se que ndo era

possivel a existéncia de um complexo
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Figura 1. Dizeres entalhados por Hamilton

Fonte: Ingenious Ireland (2011).

A algebra dos quatérnions foi a
primeira algebra ndo-comutativa da histéria.

O objetivo deste estudo realizado
pelo grupo Pet foi aprofundar o
conhecimento sobre os conceitos de Algebra,
sobre todas as propriedades dos anéis nao
comutativos e estender o conhecimento do

Conjunto dos Complexos.

2. METODOLOGIA

Os Quatérnions sdo definidos no
espaco R*  sendo algumas vezes

simbolizados por H em homenagem ao seu
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tridimensional. Com isso, Hamilton descobriu
os quatérnios, que é uma Algebra de
dimensado quatro sobre o corpo dos numeros
reais e que possui todas as propriedades de
um corpo, exceto a comutatividade da
multiplicagdo. Dizem que Lorde Hamilton
teve a ideia de definir o produto de
Quatérnions num passeio que fez com a Lady

Hamilton.

Figura 2.“Quatérnion Bridge”

Fonte: Brougham Bridge (2004).

criador. Os quatérnios podem ser
interpretados de varias maneiras, dentre
elas: como um vetor de dimensdo quatro ou
um numero complexo com trés unidades

imagindrias, Considerando o escalar 1 e os

R
versores 1,],k como base do espaco de

quatérnios  pode-se  representar um
quatérnio genérico, de forma que a € H ,

por:
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a=a+a,l+a,j+ ak=a+d=(ad) = (aay, ay,az),
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(1)

onde a, ay, a, e a, sdo escalares reais e ay, a, e a, sio componentes do vetor d.

Podemos notar que na equagao 1
temos quatro modos para representar os
guatérnios. Uma caracteristica dos
guatérnios é que ele pode ser usado tanto
para representar um escalar, um numero
complexo na forma z = a + bi quanto um
vetor do R3. Fazendo g = 0 teremos um
vetor, chamado também de quatérnio puro;
considerando a, =a, =0 teremos um
numero complexo e fazendo ay = a, = a, =
0 teremos um escalar.

Primeiramente definiremos algumas
propriedades de  vetores. Sejamu =
(x,y,2) e ¥ = (x4, y1,2,) dois vetores no R3,

Assim, podemos definir:

e Produto escalar

<l
X
<
Il

=R o~

O produto Escalar  de U por v,
representado por u - v, é o escalar definido

por
ﬁ ) 1_5 = (x;y,Z) ' (xllylizl)
= XX1 + Yy1 + ZZq

Temos da definicdao que o produto
escalar é comutativo: 1 - ¥ = ¥ - U. Esse
produto é também conhecido como produto

interno.

e Produto vetorial

O produto
vetorial de U por U, representado por U X

¥, é o vetor definido por

7 ok
y z
Yi Z

= yz,0 + zx,] + xyk — x,yk — 121 — z,x]

= (yz, — y12)T + (2%, — 2,0)] + (xy; — x,9)k

-
Onde T, J e k sdo versores e representam os eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente.

Assim como nos numeros complexos
onde i é a unidade imaginaria (i* = —1), os

trés componentes imaginarios do quatérnio,

denominados imagindrios principais possuem

a mesma propriedade. Além desta

propriedade os produtos, dois a dois, de i, j e
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k, seguem a mesma

regra do produto

vetorial. Deste modo podemos estabelecer as

seguintes relagdes:

i?=j?=k*=-1. Como consequéncia das equacgdes (2),

ij =—ji=k. segue que:
ki = —ik =j. ijk =k*= -1
jk = —kj = L. (2) ikj = (—)j=1
Que também pode ser representado kji = (=i)i=1 (3)
pela tabela a seguir:

Dado o quatérnion a, podemos definir
i J k
i -1 k

algumas propriedades fundamentais:

e Conjugadode a

.y - - 7 - -
a'=a-a—ay—ak=a-d=(a-a)=(a—-ay—a,—a,) (4)

e Normadea

|al =\/a2+axz+ay2+az2 (5)

e Quatérnion unitario

|al =\/a2+ax2+ay2+a22= 1

Sejam d,b € H, assim definimos:

(6)

e Soma de Quatérnions
a+b=(ad)+(bb)
= (a + a, i+ ay] + azk) + (b + by + b, ] + b,k)
= (a+b) + (ay + b))+ (a, + by)j + (a, + b,)k

= (a+b,d+b) (7)

Produto de quatérnions

ab = (a,d).(b,b)

= (a + a0+ ay] + ak) . (b + byl + b, ] + b,k)
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= ab + (ab,)i + (ab,)j + (ab)k + (ayb)T + (axb )i + (ayby)ij + (ayb,)lk
+ (ayb)j + (ayby)Ji + (ayby)jj + (ayb,)jk + (a;b)k + (azby)ki
+ (azby)kj + (a,b,)kk
= ab + (ab,)i + (aby)j + (ab,)k + (axh)i — (ayby) + (axh,) k — (axh,)j + (a,b)j — (ayby)k
— (ayby) + (ayb,)T + (azb)k + (azby)] = (azby)T — (azh,)
= [ab — (axby) — (ayby) — (a;b)] + a[(b)i + (by)] + (b)k] + b[(a)i + (a,)] + (a,)k]

+ [(aybz) - (azby)]i)'i' [_(axbz) + (asz)]j+ [(abz) + (axby) - (aybx)]z

Mas,
|tk
dxb=|a, a, a;|=
by by, b,
= (ayb,)T + (a;b,)] + (axby )k — (ayby )k — (azby, )T — (axh,)]
= (ayb, — aby )i + (azb, — axh,)j + (achy — ayb)k
Portanto:
ab = [ab —db] +ab +bd +d x b (8)
Estrutura de Anéis Sejam x,y,z € R. Definimos que
Sejam  x,y,z € R. Definimos que (R,”) é um grupo se e somente se satisfazer
(R, +) é um grupo se e somente se satisfazer as seguintes operagdes:
as seguintes propriedades: (i) Associatividade
(i) Associatividade (xy)z = x(y2z).
x+@+2z2)=x+y +z (ii) Existéncia do elemento neutro
(ii) Existéncia do elemento neutro x1 = 1x = x.
x+0=0+x = x. (iii) Existéncia do inverso
(iii) Existéncia do inverso x% =x_= 1 onde x # 0

x+ (—x) = (—x) + x = 0.
(iv) Comutatividade

Xy = yX.

Se (R,+) satisfazer uma quarta
(v) Distributividade

operacao, definida por
x(y +2z) =xy+xz.
xX+y=y+x

dizemos que (R, +) é um grupo comutativo.
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Definimos que R munido das
operagbes de adicdo e multiplicagao,
satisfazendo a propriedade (v), entdo (R, +,")
é um anel. Se, além disso, for satisfeita
também a propriedade (iv), dizemos que

(R, +,") é um anel comutativo.

3. RESULTADOS

Vamos verificar se o conjunto H
munido das operacbes de adicdo e
multiplicagdo é um anel através das
propriedades anteriores.

Sejamd,bec’e H

e (H,+) é um grupo se e
somente se satisfazer as
seguintes propriedades:

(i) Associatividade

a+(b+¢)=(a+b)+ec

De acordo com equagado 7.

(i) Existéncia do elemento neutro

a+0=0+a=a

Onde 0 = (0,6).

(iii) Existéncia do inverso

a+ (—a) = (—a) +a = 0.

Onde —a = (—a, —d)

Se (H,+) satisfazer uma quarta
operacao, definida por
a+b=>b+aq
dizemos que (H, +) é um grupo comutativo.
Portanto (H,+) é um grupo

comutativo.
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e (H,) é um grupo se e
somente se satisfazer as
seguintes operacgdes:

(i) Associatividade
(ab)é¢ = a(be).
Conforme equagado 8.
(ii) Existéncia do elemento neutro
al = 1a=a.
onde 1 = (1,0).
(iii) Existéncia do inverso
aa"l=aal=1.
Ondea™! = & paraa~1# 0
(v) Distributividade
a(b + ¢) =ab+ac.
Contudo, (H,”) ndo é comutativo,
conforme vimos em 3.
Desta forma, como H satisfaz as
operagoes de + e -, temos que ( H, +,") é um

anel, ndo comutativo.

4. DISCUSSAO

Os Quatérnions tém sido
extensivamente utilizados em areas como,
por exemplo, Computacao Grafica, Geodésia,
Visdo Computacional, Fotogrametria e
Robdtica. Sua relevancia se deve a sua
associacdo com as rotagbes na forma dos
angulos de Euler no espaco e devido ao fato
de apresentar algumas vantagens numéricas

e ter um menor custo computacional.
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5. CONCLUSAO

Os Quatérnions constituem uma
teoria que, embora importante, é pouco
difundida nos cursos de graduacdo em
Matematica. Neste sentido, procuramos
desenvolver o tema de forma acessivel e com
base em estruturas algébricas ja conhecidas.
Desta forma obtemos os Quatérnions como
estrutura de Anel com divisdo, pois nao
atende a propriedade comutativa. O anel dos
Quatérnions pode ser visto como uma
extensdo do anel dos numeros complexos,

com aplicacGes dentro e fora da Matematica.
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